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C O M P O S I T E  T H E O R Y  A P P L I E D  TO E L A S T O M E R S  
1. I n t r o d u c t i o n  - 
R e i n f o r c e d  e l a s t o m e r s  form t h e  b a s i s  f o r  m o s t  o f  t h e  
s t r u c t u r a l  o r  l o a d  c a r r y i n g  a p p l i c a t i o n s  o f  r u b b e r  p r o d u c t s .  The 
r e i n f o r c i n g  m a t e r i a l s  i n c l u d e  v a r i o u s  s y n t h e t i c  t e x t i - l e s ,  g l a s s  a n d  
s t e e l ,  a n d  a r e  most u s u a l l y  u t i l i z e d  i n  t h e  f o r m  o f  t w i s t e d  
f i l a m e n t a r y  a s s e m b l a g e s ,  c o r d s ,  d e s i g n e d  t o  i m p a r t  s t i f f n e s s ,  
s t r e n g t h  a n d  t o  r e s i s t  f a t i g u e .  Due t o  t h e  g e o m e t r y  o f  s u c h  c o r d s  
t h e y  a r e  a lmos t  a l w a y s  u s e d  i n  t h e  form o f  a p a r a l l e l  a r r a y ,  
embedded i n  r u b b e r ,  so as t o  g i v e  h i g h l y  d i r e c t i o n a l  p r o p e r t i e s  
t o  t h e  c o m p o s i t e  c o r d - r u b b e r  l a m i n a .  
C o m p u t e r  b a s e d  s t r u c t u r a l  a n a l y s i s  i n  t h e  f o r m  o f  f i n i t e  
e l e m e n t  codes  has  b e e n  h i g h l y  s u c c e s s f u l  i n  r e f i n i n g  s t r u c t u r a l  
d e s i g n  i n  b o t h  i s o t r o p i c  m a t e r i a l s  a n d  r i g i d  c o m p o s i t e s .  T h i s  h a s  
l e a d  t h e  r u b b e r  i n d u s t r y  t o  a t tempt  t o  m a k e  u s e  o f  s u c h  t e c h n i q u e s  
i n  t h e  d e s i g n  o f  s t r u c t u r a l  c o r d - r u b b e r  c o m p o s i t e s ,  among t h e  more 
p r o m i n e n t  b e i n g  t i r e s  of a l l  t y p e s  where v o l u m e  p r o d u c t i o n  o r  
t e c h n i c a l  n e c e s s i t y  c a n  j u s t i f y  e x t e n s i v e  d e s i g n  c o m p u t a t i o n .  
W h i l e  s u c h  e f f o r t s  a p p e a r  p r o m i s i n g ,  t h e y  h a v e  n o t  b e e n  e a s y  
t o  a c h i e v e  f o r  s e v e r a l  r e a s o n s .  Among t h e s e  i s  a d i s t i n c t  l a c k  of  
a c l e a r l y  d e f i n e d  s e t  o f  m a t e r i a l  p r o p e r t y  d e s c r i p t o r s  s u i t a b l e  f o r  
c o m p u t e r  a n a l y s i s .  The re  a r e  s u b s t a n t i a l  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  
c o n v e n t i o n a l  s t e e l ,  a l u m i n u m  o r  e v e n  r i g i d  c o m p o s i t e s  s u c h  a s  
g r a p h i t e - e p o x y ,  a n d  t e x t i l e - c o r d  r e i n f o r c e d  r u b b e r .  T h e s e  
d i f f e r e n c e s  a r e  b o t h  c o n c e p t u a l  a n d  p r a c t i c a l .  T h e y  a r e  d i s c u s s e d  
i n  t h i s  p a p e r .  
, 
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Based o n  t h e  a s s u m p t i o n  o f  a l i n e a r  c o n t i n u u m ,  i t  may b e  s h o w n  
t h a t  v 2 ,  a n d  v , ~  a r e  r e l a t e d  s o  t h a t  t h e  m e a s u r e m e n t  o f  f o u r  
p r o p e r t i e s  s u f f i c e s  f o r  e x p e r i m e n t a l  d e s c r i p t i o n .  
I n  many a p p l i c a t i o n s  t h e  e l a s t i c  p r o p e r t i e s  a r e  q u i t e  c l o s e  i n  
n u m e r i c a l  v a l u e  f o r  f i l a m e n t s  i n  e i t h e r  t e n s i o n  o r  c o m p r e s s i o n ,  a n d  
s o  l i t t l e  o r  n o  d i f f e r e n t i a t i o n  i s  made b e t w e e n  t h e m .  S i m i l a r l y ,  
w h i l e  d a m p i n g  o r  v i s c o e l a s t i c  p r o p e r t i e s  a r e  u s e f u l  i n  many 
s t r u c t u r a l  a p p l i c a t i o n s  t o  s u p p r e s s  u n w a n t e d  v i b r a t o r y  m o t i o n ,  
t h e s e  p r o p e r t i e s  a r e  n o t  u s u a l l y  c o n s i d e r e d  a s  a n  i n t e g r a l  p a r t  o f  
t h e  m a t e r i a l  p r o p e r t y  d e s c r i p t i o n .  
F i n a l l y ,  i t  s h o u l d  be  n o t e d  t h a t  w h i l e  t h e  i n d i v i d u a l  
f i l a m e n t s  u s u a l l y  a r e  t h e m s e l v e s  o r t h o t r o p i c ,  w i t h  d i f f e r e n t  
p r o p e r t i e s  i n  t h e  f i l a m e n t  d i r e c t i o n  c o m p a r e d  t o  t h e  d i r e c t i o n  
p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  f i l a m e n t ,  t h e y  a r e  s o l i d  monof i l a m e n t s  a n d  
t h e y  a r e  a l m o s t  a l w a y s  i n d i v i d u a l l y  embedded  i n  t h e  m a t r i x .  T h e y  
c a n n o t  s l i p  o r  move r e l a t i v e  t o  o n e  a n o t h e r ,  a n d  s o  i n d i v i d u a l l y  
a n d  c o l l e c t i v e l y  c o n t r i b u t e  t o  t h e  m a t e r i a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  
c o m p o s i t e  s h e e t .  
3 .  C o r d  R u b b e r  C o m p o s i t e s  
T h e  c o m p a r i s o n  of  c o r d - r u b b e r  c o m p o s i t e s  w i t h  r i g i d  c o m p o s i t e s  
i s  b e s t  d o n e  u s i n g  a l a m i n a  s u c h  a s  s h o w n  c o n c e p t u a l l y  i n  F i g .  1 .  
G e o m e t r i c a l l y ,  t h e  p r i m a r y  d i f f e r e n c e s  i n  t h e  t w o  a r e  i n  t h e  
f i l a m e n t a r y  r e i n f o r c e m e n t ,  where  i n  c o r d - r u b b e r  c o n s t r u c t i o n s  t h e  
f i l a m e n t s  a r e  a lmost  a lways  a s s e m b l e d  o r  t w i s t e d  i n t o  s t r a n d s ,  a n d  
s t r a n d s  i n t o  c o r d s ,  t o  f o r m  l a r g e  d i s c r e t e  r e i n f o r c e m e n t  e l e m e n t s  
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/ 2 .  R i g i d  C o m p o s i t e  L a m i n a  
M o s t  r i g i d  c o m p o s i t e  s t r u c t u r e s  a r e  composed o f  f i l a m e n t a r y  
r e i n f o r c e m e n t ,  s u c h  a s  g l a s s  o r  g r a p h i t e ,  i n  a m a t r i x  p r o p o r t i o n e d  
i n  s u c h  a way t h a t  t h e  d i ame te r  of a n  i n d i v i d u a l  f i l a m e n t  i s  v e r y  
much s m a l l e r  t h a n  t h e  t h i c k n e s s  of t h e  p a r t  i n  q u e s t i o n ,  a n d  s o  
t h a t  a n u m b e r  o f  f i l a m e n t s  o c c u r  t h r o u g h  t h e  t h i c k n e s s  of a 
s e c t i o n .  R e i n f o r c e m e n t  v o l u m e  l o a d i n g s  a r e  u s u a l l y  q u i t e  h i g h ,  a n d  
i n  many w a y s  i t  i s  r e a s o n a b l e  t o  a s s u m e  t h a t  m a t e r i a l  s t i f f n e s s  a n d  
e l a s t i c  p r o p e r t i e s  a r e  smeared or a v e r a g e d  o v e r  t h e  t h i c k n e s s ,  
g i v i n g  r i s e  t o  a c o m p o s i t e  m a t e r i a l  p r o p e r t y .  W h i l e  mat a n d  r o v i n g  
a r e  w i d e l y  u s e d  f o r  lower  s t r e n g t h  a p p l i c a t i o n s ,  m o s t  s t r u c t u r a l  
u s e s  a r e  b a s e d  o n  a s e r i e s  of f i l a m e n t s  b e i n g  l a i d  p a r a l l e l  t o  o n e  
a n o t h e r ,  so as  t o  f o r m  a h i g h l y  a n i s o t r o p i c  s o l i d  h a v i n g  t h r e e  
p r i n c i p a l  m a t e r i a l  d i r e c t i o n s ,  t h e s e  b e i n g  t h e  d i r e c t i o n  of  t h e  
f i l a m e n t a r y  r e i n f o r c e m e n t  and t h e  two m u t u a l l y  p e r p e n d i c u l a r  
d i r e c t i o n s  t o  t h e  f i l a m e n t ,  a s  shown i n  F i g .  1 .  Many t h i n - w a l l e d  
s t r u c t u r e s  a r e  formed b y  l a m i n a t i n g  a s e r i e s  o f  t h i n  s h e e t s  o f  t h i s  
t y p e ,  e ach  s h e e t  b e i n g  c o n s i d e r e d  o r t h o t r o p i c  a n d  t r e a t e d  as  a 
t w o - d i m e n s i o n a l  l o a d  c a r r y i n g  e l e m e n t  i n  t h e  1-2  p l a n e ,  t h o s e  
e f f e c t s  i n  t h e  3 d i r e c t i o n  b e i n g  g i v e n  a s e c o n d a r y  r o l e .  S u c h  a 
s h e e t  i s  u s u a l l y  d e s c r i b e d  as a l i n e a r  e l a s t i c  e l e m e n t ,  b u t  
r e q u i r e s  f i v e  e l a s t i c  c o n s t a n t s  t o  d e s c r i b e  i t  c o m p l e t e l y ,  t h e s e  
b e i n g :  
E l  = e l a s t i c  m o d u l u s  i n  1 d i r e c t i o n  
E 2  = e l a s t i c  m o d u l u s  i n  2 d i r e c t i o n  
G , 2  = shear  m o d u l u s  i n  1-2  d i r e c t i o n s  
= P o i s s o n t s  r a t i o  f o r  s t ress  i n  t h e  1 d i r e c t i o n  1 2  V 
= P o i s s o n ' s  r a t i o  f o r  s t ress  i n  t h e  2 d i r e c t i o n  - 21 V 
\ 
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o c c u p y i n g  now a s i g n i f i c a n t  f r a c t i o n  o f  t h e  l a m i n a  t h i c k n e s s ,  a s  
s h o w n  i n  F i g .  2 .  In some  t y p e s  o f  r e i n f o r c e m e n t  t h e  c o r d  i s  
i m p r e g n a t e d  w i t h  a d i p  t o  p r o m o t e  a d h e s i o n ,  a n d  t h e  d i p  f o r m s  a 
s h e l l  o r  c o a t i n g  o v e r  t h e  c o r d  w h i c h  t e n d s  t o  c a u s e  i t  t o  a c t  a s  a 
u n i t .  H o w e v e r ,  i n  o t h e r  m a t e r i a l s ,  n o t a b l y  s t e e l ,  s u c h  u n i t a r y  
a c t i o n  i s  n o t  a l w a y s  e v i d e n t  s i n c e  t h e  f i l a m e n t s  a r e  m o r e  n e a r l y  
i n d i v i d u a l .  I n t e r n a l  f i l a m e n t  s l i p  c a n  o c c u r .  In a n y  c a s e ,  t h e  
d i s p e r s i o n  o f  r e i n f o r c e m e n t  e v i d e n t  in r i g i d  c o m p o s i t e s  i s  n o t  
p r e s e n t  in c o r d - r u b b e r  c o m p o s i t e s .  R a t h e r  t h e  r e i n f o r c e m e n t  is 
a g g l o m e r a t e d  a n d  t h e  m a t e r i a l  i s  m o r e  n e a r l y  p e r i o d i c  i n  i t s  
p r o p e r t i e s .  The  c o n c e p t  o f  a smeared o r  a v e r a g e d  s e t  o f  m a t e r i a l  
p r o p e r t i e s  i s  s t i l l  v a l u a b l e  a n d  e v e n  n e c e s s a r y  a t  t h e  p r e s e n t  
l e v e l  o f  c o m p u t a t i o n a l  e f f i c i e n c y ,  b u t  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e s e  
p r o p e r t i e s  i s  more d i f f i c u l t  s i n c e  t h e  r e i n f o r c e m e n t  c a n  b e  d e f i n e d  
c l e a r l y  o n l y  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  s t r a n d  o r  c o r d .  The  
t r a n s v e r s e  r e s p o n s e  o f  t h e  s t r a n d ,  o r  i t s  s h e a r  r e s p o n s e ,  d e p e n d  on 
t h e  m a t e r i a l  as  w e l l  a s  d i p  a n d  p r o c e s s i n g  v a r i a b l e s  w h i c h  a r e  n o t  
a l w a y s  w e l l  d e f i n e d .  Some v a r i a t i o n  i n  a v e r a g e d  m a t e r i a l  
p r o p e r t i e s  i s  t o  b e  e x p e c t e d  in c o r d - r u b b e r  c o m p o s i t e s .  
I n  a r i g i d  c o m p o s i t e  t h e  r e i n f o r c i n g  f i l a m e n t  i s  a l m o s t  a l w a y s  
t r a n s v e r s e l y  o r t h r o t r o p i c .  I n  a c o r d - r u b b e r  c o m p o s i t e  t h e  
r e i n f o r c e m e n t  s t r a n d  is t w i s t e d ,  o r  t h e  e q u i v a l e n t  in s t e e l ,  s o  
t h a t  b e n d i n g  f a t i g u e  p r o p e r t i e s  a r e  i m p r o v e d .  T h i s  t w i s t  u s u a l l y  
c o u p l e s  t e n s i o n  in t h e  s t r a n d  t o  s t r a n d  t w i s t ,  s o  t h a t  t h e  
t r a n s v e r s e  o r t h o t r o p y  i s  l o s t .  T h i s  m e a n s  t h a t  t h e  l a m i n a  i t s e l f  
i s  c o u p l e d  b e t w e e n  t e n s i o n  in t h e  c o r d  d i r e c t i o n  a n d  t w i s t  o f  t h e  
1 - 2  p l a n e ,  a s  shown i n  Fig. 1 .  I t  i s  common t o  n e g l e c t  t h i s  t w i s t  
e f f e c t ,  w h i c h  i s  n o t  u s u a l l y  l a r g e ,  a n d  t o  c o n s i d e r  t h e  l a m i n a  
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p u r e l y  o r t h o t r o p i c  i n  t h e  1 - 2  p l a n e .  O t h e r w i s e  i t  m u s t  be  / 
d e s c r i b e d  a s  m o n o c l i n i c ,  a s  has  been  p o i n t e d  o u t  [ 1 1 * ,  a n d  w o u l d  
r e q u i r e  1 3  e l a s t i c  c o n s t a n t s  f o r  i t s  d e f i n i t i o n  i n s t e a d  of  t h e  f i v e  
n e e d e d  o t h e r w i s e .  
/ 
One m a j o r  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  c o r d - r u b b e r  a n d  r i g i d  c o m p o s i t e s  
l i e s  i n  t h e  r a t i o  of  r e i n f o r c e m e n t  m o d u l u s  t o  m a t r i x  m o d u l u s .  One 
m e a s u r e  o f  t h i s  i s  t h e  r a t i o  of m o d u l u s  o f  t h e  l a m i n a  o f  F i g .  1 i n  
t h e  c o r d  d i r e c t i o n  t o  t h e  t r a n s v e r s e  d i r e c t i o n ,  E 1 / E 2 .  Ref .  [ l ]  
l i s t s  v a l u e s  shown  i n  T a b l e  1 b e l o w .  
C o m p o s i t e  S y s t e m  
G 1  a s s - e p o x y  
G r a p h i  t e - e p o x y  
N y l o n - r u b b e r  
S t e e l - r u b b e r  
E , / E ,  - 




T a b l e  1 
R a t i o  o f  L o n g i t u d i n a l  t o  T r a n s v e r s e  M o d u l i  
P r a c t i c a l l y  s p e a k i n g ,  co rd*rubbe r  c o m p o s i t e s  a r e  c h a r a c t e r i z e d  
b y  v e r y  l o w  m o d u l u s  m a t r i c e s  w h i c h  p r o v i d e  v e r y  l i t t l e  l a t e r a l  
r e i n f o r c e m e n t  a g a i n s t  f i l a m e n t  b u c k l i n g .  F u r t h e r ,  s i n c e  t h e  
i n t e r n a l  s e c t i o n  o f  most s t r a n d s  of  f i l a m e n t s  a r e  n o t  f u l l y  
p e n e t r a t e d  b y  t h e  d i p ,  t h e y  a r e  s u p p o r t e d  l a t e r a l l y  o n l y  by 
a d j a c e n t  f i l a m e n t s .  Due t o  tw i s t ,  t h e  i n i t i a l  s h a p e  o f  i n d i v i d u a l  
f i l a m e n t s  i s  c u r v e d ,  a n d  t h e  f i l a m e n t s  s t r a i g h t e n  u n d e r  t e n s i o n  a n d  
*Numbers i n  parentheses  r e f e r  t o  re ferences  i n  t h e  Bibl iography.  
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become  s t i f f e r .  A l l  o f  t h e s e  e f f e c t s  c o m b i n e  t o  r e s u l t  i n  t h e  
s t r e s s - s t r a i n  c u r v e s  o f  l a m i n a  i n  t h e  1 d i r e c t i o n  b e i n g  d i s t i n c t l y  
n o n - l i n e a r  f o r  a l l  c o m m e r c i a l l y  i m p o r t a n t  c o r d - r u b b e r  l a m i n a t e s .  
T h i s  i s  i l l u s t r a t e d  c o n c e p t u a l l y  i n  F i g .  3 ,  where  i t  is u n d e r s t o o d  
t h a t  t h e  t r a n s i t i o n  r e g i o n  may o c c u r  a t  d i f f e r e n t  l e v e l s  o f  c o r d  
s t r a i n  E l  d e p e n d i n g  o n  t h e  r e i n f o r c i n g  c o r d  m a t e r i a l .  
S t r e s s - s t r a i n  r e s p o n s e  s u c h  a s  i l l u s t r a t e d  i n  F i g .  3 h a s  b e e n  
w i d e l y  d i s c u s s e d  i n  t h e  l i t e r a t u r e  a s  b i m o d u l a r  r e s p o n s e .  Two 
e x c e l l e n t  r e v i e w  a r t i c l e s  c o v e r i n g  t h e  m a t h e m a t i c a l  d e s c r i p t i o n  [ 2 1  
a n d  t h e  m e c h a n i c s  o f  t h e  phenomenon  [ 3 ]  a r e  a v a i l a b l e .  
P a s t  w o r k  on  t h i s  phenomenon  h a v e  d i v i d e d  t h i s  n o n - l i n e a r  
r e s p o n s e  i n t o  r e g i o n s  of c o r d  t e n s i o n  a n d  c o r d  c o m p r e s s i o n .  
E x p e r i m e n t a l  d a t a  shows t h a t  t h i s  i s  a n  o v e r s i m p l i f i c a t i o n .  F i g u r e  
4 s h o w s  d a t a  o n  r a y o n  f r o m  [ 4 ] ,  F i g .  5 s h o w s  d a t a  o n  n y l o n  f r o m  
[ 5 ] ,  F i g .  6 s h o w s  d a t a  o n  s t e e l - r u b b e r  f r o m  [ 6 ] ,  F i g .  7 s h o w s  d a t a  
o n  p o l y e s t e r - r u b b e r  f r o m  [ 7 1  w h i l e  F i g .  8 s h o w s  d a t a  o n  
a r a m i d - r u b b e r ,  a l s o  f r o m  C71. 
I n  v i e w  o f  t h e  c l e a r l y  d i f f e r e n t  b e h a v i o r  e x h i b i t e d  by t h e s e  
v a r i o u s  r e i n f o r c i n g  m a t e r i a l s ,  p o s s i b l y  f o r  d i f f e r e n t  s t r u c t u r a l  
r e a s o n s  b u t  c e r t a i n l y  a s s o c i a t e d  w i t h  p r o c e s s i n g  v a r i a b l e s  , i t  i s  
p r o p o s e d  t h a t  t h e  b i m o d u l a r  s i m p l i f c a t i o n  b e  a d a p t e d  i n  t h e  f o r m  
i l l u s t r a t e d  i n  F i g .  9 ,  t a k e n  f r o m  R e f .  [ 5 ] .  Here t h e  s t r e s s - s t r a i n  
c u r v e  i n  t h e  r e i n f o r c e m e n t  d i r e c t i o n  i s  i d e a l i z e d  i n t o  t w o  l i n e a r  
r e g i o n s ,  I a n d  11. R e g i o n  I i s  t h e  l o w  c o r d  m o d u l u s  r e g i o n ,  w i t h  
i n d i v i d u a l  f i l a m e n t s  c o n t r i b u t i n g  l i t t l e  t o  l a m i n a  s t i f f n e s s .  I n  
r e g i o n  I1 t h e  f i l a m e n t s  a r e  f u l l y  e f f e c t i v e  i n  e n h a n c i n g  s t i f f n e s s .  
T h e  t w o  r e g i o n s  a r e  l i n e a r i z e d  a n d  t h e i r  i n t e r s e c t i o n  is e x p r e s s e d  
i n  t e rms  o f  c o r d  s t r a i n  E , * ,  a m a t e r i a l  p r o p e r t y  o f  t h e  l a m i n a .  
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The e l a s t i c  c o n s t a n t s  of  t h e  l amina  m u s t  b e  m e a s u r e d  s e p a r a t e l y  i n  
/ -  
b o t h  r e g i o n s  I a n d  11. 
I n  t h i s  d e s c r i p t i v e  framework, a n  e l a s t i c  c o r d - r u b b e r  l a m i n a  
i s  now d e s c r i b e d  by  e l e v e n  e l a s t i c  c o n s t a n t s ,  t h e s e  b e i n g  shown  
b e l o w  i n  T a b l e  2. 
R e g i o n  I R e g i o n  I 
E 2  E2 
G12 G 1  2 
12 V 12 V 
21 v21 V 
p l u s  € , *  
T a b l e  2 
E l a s t i c  C o n s t a n t s  f o r  a C o r d 3 R u b b e r  L a m i n a  
I n  f u t u r e  n o t a t i o n ,  t h e  e l a s t i c  c o n s t a n t s  w i l l  b e  s u b s c r i p t e d  
w i t h  I o r  I1 t o  i n d i c a t e  t h e  r e g i o n  i n  q u e s t i o n .  
Some e l a s t i c  c o n s t a n t s  h a v e  b e e n  r e p o r t e d  i n  t h e  l i t e r a t u r e  
f o r  b o t h  r e g i o n s  I a n d  11, s u c h  as i n  r e f s .  [6] a n d  [8]. As a n  
e x a m p l e ,  c o n s t a n t s  a r e  g i v e n  f r o m  Ref.  [8] f o r  a r a m i d i r u b b e r  a n d  
p o l y e s t e r - r u b b e r  i n  T a b l e  3 ,  w h i l e  t h e  d a t a  f o r  n y l o n  i s  f r o m  o u r  
c u r r e n t  s t u d i e s .  T h e  v o l u m e  f r a c t i o n  i s  n o t  q u o t e d .  
- 8- 
Arami d -Rubber  P o l  y e s  t e r - R u b b e r  N y l o n - R u b b e r  
I I1 
12. 3580. 
12. 9.1 E2 
G12 3.7 3.7 
0.205 0.416 12 V 
I I1 I I1 
36.9 617. 88. 447. 
1 1 .  8. 8.4 8.4 
2.7 2.6 3.5 4.4 
0.185 0.475 0.837 0.283 
T a b l e  3 
B i m o d u l a r  E l a s t i c  P r o p e r t i e s  
M o d u l u s  V a l u e s  i n  G P a  
I n  s o  f a r  a s  i s  known,  n o  d a t a  h a s  b e e n  p u b l i s h e d  o n  e l * .  A 
r e v i e w  of a v a i l a b l e  a l  vs c l  c u r v e s  a v a i l a b l e  i n  t h e  l i t e r a t u r e  a n d  
from w o r k  d o n e  by t h e  w r i t e r  g i v e  v a l u e s  of  E * a s  shown  i n  T a b l e  
4. T h e s e  s h o u l d  be t a k e n  a s  r e p r e s e n t a t i v e  o n l y ,  s i n c e  t h e y  a r e  
c l e a r l y  a f u n c t i o n  of v a r i a b l e s  s u c h  a s  c o r d  t w i s t ,  compound  
1 
m o d u l u s ,  a n d  c o n s t r u c t i o n  of 
Mater i a 1  
N y l o n  840/2 
P o l y e s t e r  
F i b e r g l a s s  
S t e e l  
A r a m i d  







T a b l e  4 





* V a l u e s  of “1 f o r  V a r i o u s  R e i n f o r c e m e n t  S y s t e m s  
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What i s  c l e a r  f r o m  T a b l e  4 i s  t h a t  a l l o w a n c e  s h o u l d  be  made i n  
g e n e r a l  f o r  t h e  b i m o d u l a r  t r a n s i t i o n  t o  o c c u r  a t  a v a l u e  of c * 1 
w h i c h  i s  a n  i n h e r e n t  m a t e r i a l  p r o p e r t y ,  j u s t  a s  c l e a r l y  a s  t h e  
o t h e r  e l a s t i c  c o n s t a n t s .  C o m p u t a t i o n a l l y ,  t h i s  q u a n t i t y  c a n  b e  
t r a c k e d  a n d  u s e d  a s  a s w i t c h  t o  move f r o m  o n e  s e t  o f  v a l u e s  t o  
a n o t h e r .  S u c h  a s y s t e m  p r o b a b l y  p r o v i d e s  a r e a l i s t i c  m a t e r i a l  
f r a m e w o r k  c o m p a t i b l e  w i t h  p r e s e n t  FEM t e c h n o l o g y ,  a s  e v i d e n c e d  i n  
i t s  u s e  i n  Ref C81. 
W h i l e  t h e  r o l e  o f  t h e  e l a s t i c  a n d  shea r  m o d u l i  a r e  c l e a r ,  some 
d i s c u s s i o n  i s  i n  o r d e r  c o n c e r n i n g  t h e  P o i s s o n ' s  r a t i o s  v 1 2  a n d  v 2 1 .  
I t  i s  c u s t o m a r y  i n  c o n v e n t i o n a l  r i g i d  c o m p o s i t e s  t o  c o n s i d e r  t h e  
m a t e r i a l  a s  a n  e l a s t i c  c o n t i n u u m ,  i n  w h i c h  c a s e  s t r a i n  e n e r g y  
c o n s i d e r a t i o n s  l e a d  t o  t h e  wel l  known r e c i p r o c i t y  r e l a t i o n  
v12/E1 = v21/E2 ( 1 )  
W i t h  t h i s  r e l a t i o n ,  i t  i s  now o n l y  n e c e s s a r y  t o  m e a s u r e  o n e  
P o i s s o n  r a t i o ,  t h e  o t h e r  b e i n g  o b t a i n e d  f r o m  Eq. ( 1 ) .  
There  h a s  b e e n  some q u e s t i o n  i n  t h e  l i t e r a t u r e  o n  t h e  
a p p l i c a b i l i t y  of  E q .  ( 1 )  t o  c o r d a r u b b e r  c o m p o s i t e s  a s  a g e n e r a l  
c l a s s .  T h i s  seems t o  b e  d u e  t o  a t  l e a s t  two  r e a s o n s ,  t h e s e  b e i n g :  
( a )  C o n c e p t u a l l y ,  a t w i s t e d  f i l a m e n t a r y  s t r a n d  i s  n o t  a 
c o n t i n u u m .  The  f i l a m e n t s  may s e p a r a t e  u n d e r  t r a n s v e r s e  
t e n s i o n ,  s o  t h a t  l o a d  i s  c a r r i e d  a r o u n d  t h e  s t r a n d  b u t  n o t  
t h r o u g h  i t .  H o w e v e r ,  t h e  f i l a m e n t s  a r e  v e r y  e f f e c t i v e  i n  
c a r r y i n g  l o a d  i n  t h e  l o n g i t u d i n a l  d i r e c t i o n ,  s o  t h a t  
i n h e r e n t l y  d i f f e r e n t  l o a d  c a r r y i n g  m e c h a n i s m s  o p e r a t e  i n  
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t h e  two p r i n c i p a l  d i r e c t i o n s .  T h e  c o r d  r u b b e r  c o m p o s i t e  
i s  n o t  a c o n t i n u u m  b u t  a s t r u c t u r e ,  a n d  may n o t  b e  
s y m m e t r i c  f o r  t h a t  r e a s o n .  
( b )  A c c u r a t e  m e a s u r e m e n t s  o f  P o i s s o n l s  r a t i o  a r e  d i f f i c u l t  t o  
m a k e  f o r  a v a r i e t y  o f  r e a s o n s  w h i c h  w i l l  b e  d e a l t  w i t h  i n  
more d e t a i l  i n  a l a t e r  s e c t i o n .  L i t t l e  p u b l i s h e d  d a t a  i s  
a v a i l a b l e  f o r  t h e  two P o i s s o n ' s  r a t i o s  f o r  t h e  same 
m a t e r i a l ,  s o  t h a t  c o n f i r m a t i o n  of r e c i p r o c i t y  h a s  y e t  
t o  b e  d e m o n s t r a t e d  c o n v i n c i n g l y .  
F o r  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h i s  p a p e r  i t  w i l l  be a c c e p t e d  t h a t  v , ~  
a n d  v a r e  e l a s t i c  c o n s t a n t s  w h i c h  w i l l  b e  o b t a i n e d  by  i n d e p e n d e n t  21  
m e a s u r e m e n t .  
A s e c o n d  m a j o r  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  c o n v e n t i o n a l  r i g i d  
c o m p o s i t e s  a n d  c o r d - r u b b e r  c o m p o s i t e s  l i e s  i n  t h e  s i g n i f i c a n t  
e n e r g y  l o s s  c o m p o n e n t  a s s o c i a t e d  w i t h  c y c l i c  s t r e s s  i n  c o r d - r u b b e r  
l a m i n a t e s .  T h i s  e f f e c t  i s  l a r g e  e n o u g h  s o  t h a t  i t  m u s t  b e  t a k e n  
i n t o  a c c o u n t  i n  d e s c r i b i n g  t e s t s  where ~ e l f ~ h e a t i n g  c a n  o c c u r .  I n  
t h i s  p a p e r  t h e  n o t a t i o n  o f  Ref .  [ 9 ]  i s  a d a p t e d ,  s o  t h a t  e l a s t i c  
c o n s t a n t s  c a n  be e x p r e s s e d  a s :  
where t h e  r e a l  p o r t i o n  E' r e p r e s e n t s  t h e  i n - p h a s e  e l a s t i c  m o d u l u s  
o b t a i n e d  b y  u s i n g  t h e  s l o p e  o f  t h e  l i n e  0-1  a s  i l l u s t r a t e d  i n  F i g .  
1 0 .  The  i m a g i n a r y  p o r t i o n  E "  i s  o b t a i n e d  from t h e  w e l l  known 
r e l a t i o n  
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where A a n d  a r e  a l s o  d e f i n e d  i n  F i g .  1 0 .  The  r a t i o  E " / E '  i s  
c a l l e d  t a n  6 a n d  w i d e l y  u s e d  a s  a m e a s u r e  of m a t e r i a l  d a m p i n g .  
Both  El1 a n d  t a n  6 w i l l  b e  u s e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  d i s c u s s i o n .  
S i n c e  t h e  e l a s t i c  c o n s t a n t s  r e p r e s e n t i n g  t h e  i n t e r a c t i o n  of 
s t ress  w i t h  s t r a i n  now a p p e a r  i n  t h e  f o r m  of b o t h  r e a l  a n d  
i m a g i n a r y  p a r t s ,  t h e  n u m b e r  o f  e l a s t i c  c o n s t a n t s  n e e d e d  f o r  
d e s c r i p t i o n  o f  t h e  l a m i n a  of Fig. 1 now i s  1 7 ,  a s  s h o w n  i n  T a b l e  
5 .  
E' 
2 , I  
G ; 2 , 1  
1 2 , 1  V 
21 , I  V 
E; , I1  El; , I I 
11 
%,I1  E 2 , 1 1  
11 
G'l 2 ,  I1 G 1 2 , 1 1  
v 1 2 , 1 1  
21 , I1  " l *  V 
T a b l e  5 
E l a s t i c  C o n s t a n t s  f o r  C o r d  R u b b e r  C o m p o s i t e  
In T a b l e  5 ,  t h e  P o i s s o n l s  r a t i o s  v 1 2  a n d  v 2 1  r e p r e s e n t  t h e  
i n t e r a c t i o n  o f  t w o  s t r a i n  terms.  On p h y s i c a l  p r i n c i p l e s ,  a n d  f r o m  
e x p e r i m e n t a l  o b s e r v a t i o n  where o n l y  i n - p h a s e  v a l u e s  h a v e  b e e n  
o b s e r v e d ,  t h e s e  c o n s t a n t s  a r e  a s s i g n e d  o n l y  r e a l  v a l u e s .  Data  
t a k e n  o n  v ~ ~ , ~ ~  o n  8 4 0 / 2  n y l o n  i n  r u b b e r  i s  g i v e n  i n  F i g .  1 1  a s  
i n d i c a t i v e  o f  o b s e r v a t i o n s .  
B e c a u s e  of t h e  d e p e n d e n c e  of e l a s t i c  p r o p e r t i e s  s u c h  a s  g i v e n  
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i n  T a b l e  5 o n  c o r d  m a t e r i a l ,  tw i s t ,  d e n i e r  a n d  e n d - c o u n t ,  a s  w e l l  
a s  compound c h a r a c t e r i s t i c s ,  o n l y  r e p r e s e n t a t i v e  v a l u e s  of s u c h  
c o n s t a n t s  c a n  be g i v e n ,  a n d  e v e n  t h o s e  h a v e  l i m i t e d  v a l i d i t y .  F o r  
e x a m p l e ,  T a b l e  6 g i v e s  v a l u e s  f o r  a p a r t i c u l a r  n y l o n / r u b b e r  
c o m p o s i t e  u n d e r  c o n d i t i o n s  l i s t e d  t h e r e .  
I 1  1 I t  
= 8 7 . 8  = 1 8 . 9  = 4 4 7 . 3  E l  ,11 = 5 0 . 8  
1 ,I 
2 , I  
E' 
El 
I t  I 11 
= 8 .41  E 2 , 1  = 2 . 1 9  E 2 , 1 1  = 8 . 4 1  E 2 , 1 1  = 2 . 1 9  
11 11 
G:2, I '  3 - 5 4  % 2 , 1 =  0 . 4 2  G;2 ,11=  4 . 4 3  % 2 , 1 1 =  0 - 4 2  
= O .  283  21 , I1 
21 , I 1  
V 1 2 , 1 =  0 * 8 4  
2 1 , 1 =  0 * 1 7  
V 
n o t  m e a s u r e d  V V 
E = 0 . 0 1 5  1 
T a b l e  6 
E l a s t i c  C o n s t a n t s  f o r  8 4 0 / 2  N y l o n  i n  N R  compound  
End c o u n t / d m  1 1 8 ,  T e m p e r a t u r e  22OC, F r e q u e n c y  1 Hz 
Volume F r a c t i o n  v c  =' 0 . 1 7 .  U n i t s :  MPa 
I t  i s  r e c o g n i z e d  t h a t  p r o p e r t i e s  s u c h  as  q u o t e d  i n  T a b l e  6 a r e  
a l s o  d e p e n d e n t  on b o t h  f r e q u e n c y  a n d  t e m p e r a t u r e .  S u c h  d e p e n d e n c e  
i s  a f u n c t i o n  of t h e  s p e c i f i c  m a t e r i a l  a n d  i s  d i f f i c u l t  t o  
g e n e r a l i z e .  S t u d i e s  o n  s e l e c t e d  p r o p e r t i e s  from T a b l e  6 a r e  g i v e n  
i n  F i g s .  1 2  t h r o u g h  1 5 ,  b u t  t h e s e  s h o u l d  b e  u s e d  w i t h  c a u t i o n  s i n c e  
t h e r e  i s  n o  e v i d e n c e  t h a t  t h e  t r e n d s  o b s e r v e d  h a v e  q u a n t i t a t i v e  
g e n e r a l i t y  t o  o t h e r  c o n s t r u c t i o n s  o r  m a t e r i a l s .  H o w e v e r ,  t h e  known 
r e s p o n s e  of b o t h  r u b b e r  c o m p o u n d s  a n d  most p o l y m e r i c  t e x t i l e  c o r d s  
s u p p o r t s  t h e  g e n e r a l i z a t i o n s  t h a t  m o d u l u s  v a l u e s  i n c r e a s e  s o m e w h a t  
w i t h  f r e q u e n c y  b u t  d e c r e a s e  w i t h  i n c r e a s i n g  t e m p e r a t u r e .  
L 
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I n s o f a r  a s  i s  known,  T a b l e  6 r e p r e s e n t s  t h e  o n l y  c o m p l e t e  s e t  
o f  d a t a  on  c o r d - r u b b e r  c o m p o s i t e s  e x p r e s s e d  i n  t h e  f o r m  o f  T a b l e  5 .  
H o w e v e r ,  a number  o f  p a r t i a l  d a t a  s e t s  a r e  a v a i l a b l e  i n  t h e  
l i t e r a t u r e .  T h e s e  h a v e  b e e n  c o l l e c t e d  i n  A p p e n d i x  1 f o r  c o n v e n i e n t  
r e f e r e n c e .  
4 .  A n g l e  P l y  E f f e c t s  
Mos t  c o r d - r u b b e r  l a m i n a  a r e  u s e d  i n  l a m i n a t e s ,  w h e r e  a number 
o f  p l i e s  a r e  bonded  t o g e t h e r  t o  fo rm a s t r u c t u r e ,  u s u a l l y  f o r m i n g  
p r i n c i p a l  m a t e r i a l  d i r e c t i o n s  wh ich  a r e  n o t  a l i g n e d  w i t h  t h e  c o r d  
r e i n f o r c e m e n t  d i r e c t i o n .  R i g i d  c o m p o s i t e  p r a c t i c e  i n v o l v e s  t h e  u s e  
o f  a c o m p l i a n c e  o r  s t i f f n e s s  m a t r i x  t o  r e p r e s e n t  t h e  p l a n e  e l a s t i c  
p r o p e r t i e s  of  t h e  l a m i n a .  U s i n g  t h e  n o t a t i o n  o f  Ref [ l o ]  a n d  F i g .  
1,  
w h e r e  t h e  r e c i p r o c i t y  r e l a t i o n  of E q  ( 1 )  h a s  b e e n  i n v o k e d  t o  o b t a i n  
t h e  s y m m e t r y  o f  t h e  Q m a t r i x ,  and w h e r e  a l l  q u a n t i t i e s  r e p r e s e n t  
t h e  r e a l ,  o r  e l a s t i c  r e s p o n s e ,  s o  t h a t  
Q l l  = E\/l-v12-v21 
Q 1  
Q22 = E;/(l-v12~21 1 
= v l  2E;/( l b v l  2v21 1 = v 2 1  E ' / ( l b v l  2v21 
'66 = "1 2 (5) 
By t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  s t r e s s e s  a n d  of  t h e  s t r a i n  m e a s u r e s ,  
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t e n s i l e  d i r e c t i o n .  C o r d  c o m p r e s s i o n  e x i s t e d  a t  a n g l e s  a b o v e  60°, 
a n d  t h e  t e s t  d a t a  r e p o r t e d  r e p r e s e n t  a m i x t u r e  o f  d a t a  f r o m  w h a t  
i n  t h i s  p a p e r  a r e  d e n o t e d  a s  r e g i o n s  I a n d  11. N e v e r t h e l e s s ,  t h e  
a g r e e m e n t  w i t h  t r a n s f o r m a t i o n  t h e o r y  f o r  t h e  r e a l  p a r t  OF t h e  
e l a s t i c  c o n s t a n t s  i s  s u r p r i s i n g l y  g o o d ,  a n d  b a s e d  o n  t h i s  work  i t s  
u s e  a p p e a r s  j u s t i f i e d  f o r  t h e  r e a l  p o r t i o n  i n  t h e  r e g i o n  o f  c o r d  
t e n s i o n ,  i . e .  r e g i o n  11. 
i t  m a y  be  shown  t h a t  i n  d i r e c t i o n s  d i f f e r e n t  f r o m  t h e  1 -2 -3  
p r i n c i p a l  d i r e c t i o n s ,  t h e  r e l a t i o n s  o f  E q  ( 4 )  become  
:x Y I 
X Y  
Y 
where t h e  Q m a t r i x  i s  now f u l l y  p o p u l a t e d  a n d  i s  a f u n c t i o n  o f  b o t h  
t h e  Q 1 1 ,  422s e t c . ,  a n d  t h e  a n g l e  8 b e t w e e n  t h e  x a x i s  a n d  t h e  1 
d i r e c t i o n ,  a s  shown i n  F i g .  1 6 .  Q i s  g i v e n  i n  Ref [ l o ] .  
T h e  e f f e c t i v e n e s s  o f  t h i s  t r a n s f o r m a t i o n  p r o c e d u r e  i s  w i d e l y  
a c c e p t e d  i n  t h e  a n a l y s i s  o f  r i g i d  c o m p o s i t e s .  Re f .  [ l l ]  h a s  
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I n  v i e w  o f  t h e  i m p o r t a n c e  of t h i s  e x p e r i m e n t a l  e v i d e n c e ,  t h e  
c o m p a r i s o n s  o f  m e a s u r e m e n t s  w i t h  c a l c u l a t i o n  f r o m  Ref .  [ l l ]  a r e  
g i v e n  i n  F i g s .  1 7  t h r o u g h  1 9 .  
A m a j o r  q u e s t i o n  now c o n c e r n s  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  c l a s s i c a l  
t r a n s f o r m a t i o n  t h e o r y  t o  t h e  c o n c e p t  p u t  f o r t h  i n  t h i s  p a p e r ,  
n a m e l y  t h a t  t h e r e  e x i s t  two r e g i o n s  o f  c o r d - r u b b e r  c o m p o s i t e  
b e h a v i o r ,  r e g i o n  I a n d  r e g i o n  11, a n d  t h a t  i n s i d e  b o t h  r e g i o n s  t h e  
m o d u l u s  v a l u e s  a r e  c o m p l e x  n u m b e r s .  I n  o r d e r  t o  c l a r i f y  t h i s  
q u e s t i o n ,  a n  e x t e n s i v e  s e r i e s  of e x p e r i m e n t s  h a s  b e e n  c o n d u c t e d  o n  
t u b u l a r  s p e c i m e n s  u s i n g  a b a l a n c e d  t w o - p l y  c o n s t r u c t i o n  w i t h  c o r d  
a n g l e s  2 9  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  l o n g i t u d i n a l  a x i s  of t h e  t u b e .  T h e  
r e i n f o r c i n g  m a t e r i a l s  h a v e  b e e n  n y l o n ,  a s  d e s c r i b e d  i n  T a b l e  6 ,  
p o l y e s t e r ,  s t e e l  a n d  f i b e r g l a s s .  M o d u l u s  d a t a  was o b t a i n e d  u s i n g  
s e v e r a l  t e s t  t e c h n i q u e s ,  t h e  m o s t  common b e i n g  c y c l i c  e x t e n s i o n  of 
t h e  t u b e s .  I n  a d d i t i o n ,  some d a t a  was g o t t e n  b y  i n f l a t i o n  o f  t h e  
t u b e s  a n d  o t h e r  d a t a  by t o r s i o n  w i t h  a n d  w i t h o u t  c o m b i n a t i o n s  o f  
t e n s i o n  a n d  i n f l a t i o n .  T u b e  g e o m e t r y  i s  i l l u s t r a t e d  i n  F i g .  20 .  
The  r e s u l t s  o f  t h e s e  e x p e r i m e n t s  appea r  t o  c o n f i r m  a n d  e x t e n d  
t h e  c o n c e p t  t h a t  t r a n s f o r m a t i o n  t h e o r y  i s  a p p l i c a b l e  t o  t h e  
i m a g i n a r y  e l a s t i c  m o d u l u s  a s  w e l l  a s  t h e  r e a l  e l a s t i c  m o d u l u s ,  
a s  m i g h t  b e  a n t i c i p a t e d  Prom t h e  c o r r e s p o n d e n c e  p r i n c i p a l .  F i g u r e  
21 s h o w s  c o m p a r i s o n s  o f  t h e  r e a l  m o d u l u s  o f  n y l o n  i n  b o t h  R e g i o n  I 
a n d  R e g i o n  I1 w i t h  c a l c u l a t e d  v a l u e s  o v e r  t h e  r a n g e  o f  c o r d  a n g l e s  
0' to 90'. The c a l c u l a t i o n s  a r e  b a s e d  o n  t h e  f o r m u l a t i o n s  o f  R e f .  
[ 1 2 ] ,  w h i c h  f o r  c o m p l e t e n e s s  i s  g i v e n  i n  A p p e n d i x  2 .  S i m i l a r  d a t a  
i s  g i v e n  f o r  t h e  i m a g i n a r y  m o d u l u s  i n  F i g .  2 2 .  From t h e s e  
c o m p a r i s o n s  i t  a p p e a r s  t h a t  s a t i s f a c t o r y  p r e d i c t i o n  o f  c o m p l e x  
m o d u l u s  f o r  a n y  a n g l e  c a n  be o b t a i n e d  u s i n g  s u c h  t r a n s f o r m a t i o n  
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e q u a t i o n s .  
The d a t a  of T a b l e  6 shows t h a t  t h e  s h e a r  m o d u l  G 1 2 , 1  a n d  
d i f f e r  o n l y  s l i g h t l y ,  p r o b a b l y  b e c a u s e  t h e y  a r e  c o n t r o l l e d  G 1 2 , 1 1  
p r i m a r i l y  by  t h e  r e l a t i v e l y  s o f t  m a t r i x  w h i c h  i s  n o t  a f f e c t e d  
i n  m o v i n g  f r o m  R e g i o n  I t o  R e g i o n  11. H o w e v e r ,  o f f - a n g l e  
s h e a r  m o d u l u s  v a l u e s  a r e  s e n s i t i v e  t o  t h i s  b i - m o d u l a r  e f f e c t ,  s i n c e  
t h e r e  c o r d  s t i f f n e s s  c a n  p l a y  a n  i m p o r t a n t  r o l e ,  p a r t i c u l a r l y  n e a r  
45' .  F i g u r e s  23  a n d  2 4  s h o w  c o m p a r i s o n  b e t w e e n  m e a s u r e m e n t  a n d  
c a l c u l a t i o n  f r o m  t r a n s f o r m a t i o n  t h e o r y  f o r  G 1  a n d  G " .  W h i l e  
a g r e e m e n t  i s  n o t  as g o o d  h e r e  a s  i n  t h e  c a s e  of t h e  e x t e n s i o n  
m o d u l u s ,  n e v e r t h e l e s s  t h e  t r e n d s  a r e  s t r o n g  e n o u g h  s o  a s  t o  c o n f i r m  
t h e  a d e q u a c y  o f  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  e q u a t i o n s .  
P a r t  o f  t h e  s c a t t e r  o f  d a t a  i n  F i g s .  2 3  a n d  2 4  i s  q u i t e  
p r o b a b l y  d u e  t o  e x p e r i m e n t a l  d i f f i c u l t i e s  i n  o b t a i n i n g  g o o d  
m e a s u r e m e n t s  of G I I  a n d  G I I ,  s i n c e  t h e s e  t e s t s  m u s t  be p e r f o r m e d  
u n d e r  c o n d i t i o n s  o f  c o m b i n e d  t e n s i o n ,  i n t e r n a l  p r e s s u r e  i n  t h e  
1 11 
t u b e ,  a n d  t o r s i o n .  
T h e r e  i s  c o n s i d e r a b l e  d a t a  o n  u n - r e i n f o r c e d  r u b b e r  c o m p o u n d s  
s h o w i n g  a r e d u c t i o n  of m o d u l u s  v a l u e s  w i t h  i n c r e a s i n g l y  l a r g e  
s t r a i n .  T h a t  e f f e c t  d o e s  n o t  a p p e a r  t o  be p r e s e n t  i n  t h e  g r o u p  o f  
c o r d - r e i n f o r c e d  m a t e r i a l s  s t u d i e d  h e r e ,  o r  i n  R e f s .  [ 4 1  t h r o u g h  
C71. One e x p l a n a t i o n  f o r  t h i s  i s  t h a t  l o w  c o r d  c o m p l i a n c e  l imi t s  
m a t r i x  s t r a i n  v a l u e s ,  p a r t i c u l a r l y  i n  m u l t i ' p l y  l a m i n a t e s ,  s o  t h a t  
o n l y  l i m i t e d  s t r a i n s  a r e  e x p e r i e n c e d .  I n  a n y  e v e n t ,  m o d u l u s  v a l u e s  
a r e  o b s e r v e d  t o  be  n e a r l y  i n d e p e n d e n t  of s t r a i n  l e v e l  a s  l o n g  a s  
s t r a i n s  a r e  w e l l  i n t o  R e g i o n  I o r  R e g i o n  11, a n d  w i l l  b e  c o n s i d e r e d  
as  c o n s t a n t s  i n  t h i s  p a p e r .  
H a v i n g  a v a i l a b l e  a r a t i o n a l  b a s i s  f o r  c a l c u l a t i o n  o f  p l a n e  
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m u l t i ' p l y  l a m i n a t e s  s t i f f n e s s ,  t h e  comple t e  [ A ]  m a t r i x  m a y  be  
formed i n  t h e  s e t  o f  e q u a t i o n s  r e l a t i n g  m e m b r a n e  f o r c e s  t o  p l a n e  
s t r a i n ,  a s  i n  E q .  ( 7 ) .  
N o n - s y m m e t r i c  l a m i n a t e s  a n d  t h e  i n t r o d u c t i o n  of b e n d i n g  
m o m e n t s  r e q u i r e  a m o r e  comple t e  s e t  o f  r e l a t i o n s  t h a n  g i v e n  i n  E q .  
( 8 )  
D e p e n d i n g  o n  t h e  c r i t i c a l  parameter E *  a t  a g i v e n  l o c a t i o n  i n  1 
a n y  l a m i n a ,  t h e  m o d u l i  a n d  ?l v a l u e s  f r o m  E q .  ( 4 )  may be  a s s i g n e d  t o  
e i t h e r  R e g i o n  I o r  R e g i o n  11. The a p p r o p r i a t e  s u m m a t i o n  o f  t h o s e  
t h r o u g h  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  v a r i o u s  l a m i n a  i n  t h e  l a m i n a t e  a l l o w s  
/ 
t h e  A ,  B ,  a n d  D m a t r i c e s  t o  b e  c a l c u l a t e d ,  e a c h  l a m i n a  c o n t r i b u t i n g  
b o t h  a r e a l  a n d  a n  i m a g i n a r y  p o r t i o n .  I n  c a s e s  where t h e  i m a g i n a r y  
c o m p o n e n t  i s  s m a l l ,  e l a s t i c  a n a l y s i s  c a n  b e  c a r r i e d  o u t  u s i n g  o n l y  
t h e  r e a l  p a r t .  An e x c e l l e n t  e x a m p l e  o f  t h i s  t e c h n i q u e  i s  g i v e n  b y  
Ref .  [ l 3 ]  where s o l u t i o n s  a r e  o b t a i n e d  f o r  t h e  d e f l e c t i o n  o f  
b i m o d u l a r  e l l i p t i c  p l a t e s  u s i n g  t h e  c o n c e p t  a d v a n c e d  h e r e  o f  t w o  
e l a s t i c  r e g i o n s ,  e q u i v a l e n t  t o  R e g i o n s  I a n d  11, w i t h  c 1 *  = 0 .  
I n  t h o s e  cases  where t h e  i m a g i n a r y  c o m p o n e n t  o f  Q i s  
s u b s t a n t i a l ,  o r  where v i s c o e l a s t i c  r e s p o n s e  i s  d e s i r e d ,  i t  i s  
n e c e s s a r y  t o  u t i l i z e  t h e  c o m p l e t e  c o m p l e x  f o r m  of t h e  A ,  B a n d  D 
m a t r i c e s .  
One i m p o r t a n t  e f f e c t  o f  a b i m o d u l a r  m a t e r i a l  m o d e l  w h i c h  was 
b r o u g h t  o u t  i n  Ref .  [ 8 ]  a n d  R e f ,  [ 1 3 ] ,  b u t  w h i c h  s h o u l d  b e  
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e m p h a s i z e d  h e r e  o n c e  more ,  i s  t h a t  w i t h  t h i s  t y p e  o f  m a t e r i a l  t h e  
m a t r i c e s  [ A ] , [ B ]  a n d  [ D ]  a r e  no l o n g e r  m a t e r i a l  i n v a r i a n t s  f o r  a 
g i v e n  l a m i n a t e .  R a t h e r  h e r e  t h e y  d e p e n d  on t h e  s t r a i n  s t a t e  o f  t h e  
c o r d  r e i n f o r c e m e n t  i n  e a c h  i n d i v i d u a l  l a m i n a  m a k i n g  u p  t h e  
l a m i n a t e .  T h e r e f o r e  a n y  a n a l y s i s  u s i n g  E q .  (8) a s  a b a s i s  is 
o f t e n ,  a l t h o u g h  n o t  a l w a y s ,  a t r i a l  a n d  e r r o r  p r o c e d u r e .  T h i s  i s  
p a r t i c u l a r l y  t r u e  i f  b e n d i n g  i s  i n v o l v e d ,  s i n c e  t h e  [ D ]  m a t r i x  
w i l l  a u t o m a t i c a l l y  c o n t a i n  c o m p o n e n t s  f r o m  l a m i n a  in R e g i o n  I a n d  
R e g i o n  I1 b o t h ,  u n l e s s  o t h e r  f a c t o r s  s u c h  a s  l a r g e  m e m b r a n e  s t r a i n s  
o v e r r i d e  t h e  b e n d i n g  s t r a i n  d i s t r i b u t i o n .  A s  a n  e x a m p l e  o f  t h i s ,  
R e f .  [ l ]  g i v e s  a l i s t i n g  o f  r e i n f o r c i n g  c o r d  m o d u l i  d e d u c e d  f r o m  
b o t h  t e n s i l e  and  b e n d i n g  t e s t s .  T h e  b e n d i n g  m o d u l i  l i s t e d  w i l l  
c o n t a i n  e l e m e n t s  of b o t h  t h e  t e n s i l e  a n d  c o m p r e s s i v e  c o r d  m o d u l u s ,  
b u t  t h e  l a r g e  d i f f e r e n c e s  i l l u s t r a t e  c l e a r l y  t h e  m a j o r  c h a n g e s  
o c c u r r i n g  q u a n t i t a t i v e l y  i n  t h e  e l e m e n t s  o f  t h e  [ D ]  m a t r i x .  T h i s  
d a t a  i s  r e p r o d u c e d  i n  T a b l e  7 .  
Cord 
Type C o n s t r u c t i o n  
Steel 5 x 0.25 
Steel  4 x 0.21 +1 
A r a m i d  1500/ 3 
Glass G75-5/0 
PET 1300/ 3 
I Tens i f e  Cord Modulus Bendfng Modulus Ec / ,  Compressive , 
Cord Modulus E 
11 EB , Em c7 I 
106,000 53,400 2.0 35,700 
57,700 13,500 4.2 7,640 
49,600 1 ,200  40 610 
59,500 3,300 18 1 ,700  
7,700 240 32 120 
TABLE 7 
T e n s i l e  and Bending Moduli of T i r e  Cords Ref [l] 
Compressive Cord Modulus by C a l c u a l t i o n  Un i t s ,  MFa 
An e s t i m a t e  of t h e  c o m p r e s s i v e  c o r d  m o d u l i  f o r  t h e  m a t e r i a l s  
g i v e n  i n  T a b l e  7 c a n  b e  o b t a i n e d  b y  n e g l e c t i n g  t h e  s h e a r  
d e f o r m a t i o n  of t h e  r u b b e r  m a t r i x  b e t w e e n  c o r d  l a y e r s  a n d  c o m p u t i n g  
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a n  e f f e c t i v e  c o r d  c o m p r e s s i v e  m o d u l u s .  The  r e s u l t s  a r e  a l s o  g i v e n  
i n  T a b l e  7 .  I t  s h o u l d  b e  e m p h a s i z e d  t h a t  t h e s e  a r e  o n l y  
e s t i m a t e s .  
One may v i e w  t h e  [ A l , [ B 1  and  [D] m a t r i c e s  i n v o l v i n g  b i m o d u l a r  
m a t e r i a l s  a s  v a r i a b l e s  w h o s e  v a l u e s  r a n g e  f r o m  o n e  extreme when a l l  
l a m i n a  a r e  i n  R e g i o n  I t o  a n o t h e r  e x t r e m e  when a l l  l a m i n a  a r e  i n  
R e g i o n  11. A s  a n  e x a m p l e  o f  t h i s ,  o n e  may u s e  p r o p e r t i e s  of  a 
t y p i c a l  A r a m i d  r e i n f o r c e d  r u b b e r  c o m p o s i t e  s u c h  a s  g i v e n  i n  
A p p e n d i x  I f r o m  Ref .  [ 8 1  t o  c o n s t r u c t  t h r e e  d i f f e r e n t  l e v e l s  o f  t h e  
[ D ]  m a t r i x .  These a r e  g i v e n  i n  T a b l e  8 i n  o r d e r  t o  i l l u s t r a t e  t h e  
e x t r e m e  v a r i a t i o n  i n  n u m e r i c a l  v a l u e s  o f  m a t r i x  e l e m e n t s  a s  c o r d  
s t r a i n  moves  f r o m  R e g i o n  
R e g i o n  I :  
I n t e r m e d i a t e  C o n d i t i o n  
P u r e  B e n d i n g  
E , *  = 0 
R e g i o n  11: 
V a r i a t i o n  of [ D ]  
I t o  R e g i o n  11. 
Tab le  8 
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Material Properties in Units of MPa 
Reinforcing Measured Measured 
Material Constituent Properties Composite Properties* Ref. 
Rayon E' = 3410 E; = 779 
E; = 13.9 [14 I 5: Em = 8.8 
v = 0.23 Gi2= 3.57 
ELv = 784 V12 = 0.49 
Nylon 
I 
Polyester E = 4780 
5: Em = 8.8 
v = 0.17 
ELv = 813 
= 3970 EL 
EA = 5.5 
v = 0.149 
E'v = 592 C 
82.6 E;,II= 420.5 
E2,1= 8.41 E;,II= 8.41 
G;2,1= 3.24 G12,11= 4.44 
%2, I= Y12,11= 0.283 
cl* = 0.015 
Table 6 
E; = 841 




El = 6.7 




EitI= 36.9 EitI1= 617 
G12,1= 2.67 G;2,11= 2.62 
'12,I= 0.185 12,1= ,475 
E' ??I- - 10.6 EitI1= 8.0 [SI 
V 
El* = 0 
*Region I1 unless otherwise specified. 
, 
Reinforcing Measured 
Material Constituent Properties 
Aramid E' = 24800 
= 8.0 
v = 0.14 
EAv = 3472 
5: 
E' = 68600 
Em = 7.56 
v = 0.26 
EAv = 17,840 
5: 
EL = 26,100 
E: = 7.93 
v = 0.2 
Ecv = 5220 
Me as ur e d 
E; = 3580 
Gi2 = 3.83 
v12 = 0.416 
Ref. Composite Properties -
E; = 12.0 [I11 
E: = 17800 
I 
E; = 13.3 
Gi2 = 2.76 
v12= 0.534 
E; = 5230 
E; = 13.5 
Gi2 = 3.45 
u = 0.49 12 
[141 
12.0 3580 
E;,I= 12.0 E;,II= 9.09 [81 
G;2,1= 3.7 G;2,11= 3.7 
v ~ ~ , ~ =  0.205 u12,11= 0.416 
* 
Reinforcing Me a sur ed 
Material Constituent Properties 
Steel Ec = 72400 
v = 0.135 
I 
EA = 10.0 
E'v = 9770 
C 
EA = 103,200 
EA = 7.56 
v = 0.267 
EAv = 28,890 
EA = 50,500 
EA = 15.9 
v = 0.11 
ELv = 5555 
Measured 
Ref. -Composite Properties 
E; = 14080 
E; = 10. [Ill 
V12 = 0 
Gi2 = 3.13 
E; = 26,900 
E; = 10.8 
Gi2 = 2.76 
v12 = 0.568 
I; = 5720 
E; = 19.3 
Gi2 = 4.92 
V12 = 0.49 
[14 1 
APPENDIX 2 
For two-dimensional problems, the s t r a i n - s t r e s s  r e l a t i o n s ,  w i t h  
- -  
r e s p e c t  t o  an a r b i t r a r y  c o o r d i n a t e  system, 1-2, have t h e  fo l lowing  form 
i n  t h e  transformed domain 
where t h e  n o t a t i o n s  w i t h  an overhead b a r  denote  q u a n t i t i e s  i n  1-2 c o o r d i n a t e  
system. The transformed p r o p e r t i e s ,  a (p) are r e l a t e d  t o  eng inee r ing  
A - 
i j  
complex p r o p e r t i e s  i n  the  7-2 c o o r d i n a t e  system. 
i n  any a r b i t r a r y  d i r e c t i o n ,  then,  can  be c a l c u l a t e d  from a i j ( p ) ,  which are 




The real and imaginary p a r t s  of the complex f l e x i b i l i t y  moduli in an 
a r b i t r a r y  d i r e c t i o n  can be found from t h e  fol lowing r e l a t i o n s  i n  terms 
of t h e  engineer ing  moduli. 
4 s i n  a 2 s i n  acos a 
-# =-( 2)c0s4a + (- G 1 2  + 
"il E'*+E: \ 11 11 
s i n  2 aces 2 a - ( ,2  E;2 5 2 ) s i n 4 a  
E22+E22 
( Ei ";lS2) l+E 11 4 s i n  a + (2% G'  +G12 2 v 1 2 E i l  2 $ 2  EI1-;El1 
2 2 E;2 4 
s i n  crcos a - 





G' 2 +G12 :2 
1 2  
+ 
5 
2 2 cos a s i n  a - ( 4 t 2 i , ) c o s 4 a  
E22+E22 
2w E' 12 11 
5 1  OZ+E=Z 11 1 
# 2  :2 
(1+2w12)E;1 + - 




2 2 ' 1 2 " l l  




2 2 s i n  aCOS a + 
E;2 







2v12Eii) (cis 2 a - s i n  2 a )  ( :p;z., - 5 ?+El 1 G12+G12 
E52 - (1+2v12)Ei1 
2 :2 + ES2+E:2 




I *  = - 4 [  T7*2+E:2 .2+E:2 -2+G:2 - + -. 6 '1 11 E22 22 G12 12 










2 (cos a - s in  s i n a c o s a  
Ei2cos a 
E ; q + E i i  
-c 
= [ ( =26 
2 





G.2+G:2 ( 1 2  12 11 
. 
1. P r i n c i p a l  material d i r e c t i o n s  f o r  
u n i d i r e c t i o n a l l y  re inforced  lamina. 
a; I 
Compression 
3. Typical  bimodular response f o r  
u n i d i r e c t i o n a l l y  r e in fo rced  lamina 
w i t h  twis ted  reinforcement.  
10 0 0 0 0 0 0  01 
2. End v i e w  of cord-rubber composite. 
L e .  . . . . ,  
0 .Om .01 .015 .02.025.03 -036 
STRAIN 
5 .  S t r e s s - s t r a i n  curve f o r  nylon 
r e in fo rced  rubber ,  1 d i r e c t i o n ,  Ref. 151. 
4 .  S t r e s s - s t r a i n  curve f o r  rayon-reinforced 
rubber ,  1 d i r e c t i o n ,  Ref. [ 4 ] .  
0 Uniaxial Tensi le Test 
A Sandwich-Beam Test D 
1 Strain, Millistrain -20 
6 .  S t r e s s - s t r a i n  curve f o r  steel r e in fo rced  
rubber ,  1 d i r e c t i o n ,  Ref. [ 6 ] .  
-i 80 i 
"t I 0 Uniaxial Tensile Test A Sandwich-BeamTest 
"t d 
Strain, Millistrain ,o 
30 - -50 -30 -10 
8. S t r e s s - s t r a i n  curve f o r  Aramid r e in fo rced  
rubber ,  1 d i r e c t i o n ,  Ref. [ 6 ] .  
P 0 Uniaxial TensileTest 50 A Sandwich- Beam Test 1 
T i n ,  -r 5~ rqo 
-450 -100 -50 
-io 
7. S t r e s s - s t r a i n  curve f o r  p o l y e s t e r  
r e i n f o r c e d  rubber ,  1 d i r e c t i o n ,  Ref. [ 7 ] .  
I 2 
Region 1-1 'F Region II ( C  1 
\Transition Region 
(a 1 
9. General ized s t r e s s - s t r a i n  curve f o r  




A =Area under curve 
10. Typica l  s t r e s s - s t r a i n  curves ,  












+ 0.4 Ibkord 
I Region E 
. 
- Region I 
m 
1 1 1 1 1 1 1 1  I I 1  1 1 1 1  
1 4 8 42 i6 20 24 28 
Frequency , H z 
11 12.  E i I  and  EII v a l u e s  vs f requency  f o r  ny lon  
r e i n f o r c e d  r u b b e r  
+ 0.4 Ibkord I 
Region I 
5 
Frequency, H z 
loo- 
0 0 Iblcord 




20 c Region I / 
C I I I 
20 50 l o 0  150 170 
Temperature, 'C
I 1  
14.  E' v a l u e s  vs t e m p e r a t u r e  1.11 and E1,II 
f o r  nylon r e i n f o r c e d  rubber ;  
20 50 100 150 170 
Temperature, "C 
15. E '  and E;, II v a l u e s  vs t e m p e r a t u r e  
2. I1 
' f o r  nylon r e i n f o r c e d  rubber .  
and E" v a l u e s  vs frequency f o r  nylon 2, I1 
r e i n f o r c e d  rubber .  
\ * t’ / /’ 
X 
16. Nota t ion  f o r  angular  o r i e n t a t i o n  of 
u n i d i r e c t i o n a l l y  r e i n f o r c e d  lamina. 
200 20 2 
0 EXPERIMENT 0 EXPERIMENT 160 - 
- THEORY - THEORY 
30 60 90 
V a r i a t i o n  of compliances Zl1 and S12 w i t h  c o r d  
- 8 0 0 ’ ’  ’ ‘  ’ ’  ’ 
6 (DEGREES) 6 (DEGREES) - 
17. 
a n g l e  f o r  a p o l y e s t e r  cord-rubber p l y .  Ref. [ll] 
200 20 
-THEORY -THEORY 




-eo:,1 ‘ I ’ I * ’ I 
- 
18. V a r i a t i o n  of  compliances s,, and S12 w i t h  cord  
a n g l e  f o r  a s teel  cord- rubber  ply. .Ref .  [Ill. 
-5OOLL””---’” 30 60 90 
- 
1 9 .  V a r i a t i o n  of  compliances 2 and S12 w i t h  cord 




11. E vs E from exper imenta l  d a t a  





d =  19mm 
t = 4  mm 
P = 145mm 
20. Tubular  cord-rubber specimen. 
5Wr 
0 0 C.L. 
0 0.4 Iblcord 
8 ,  degrees 
21. V a r i a t i o n  of real  Young’s moduli E; 
and E;. w i t h  cord a n g l e  f o r  a 
nylon-rubber b i a s  p l y  tube.  
PI 
I I I I I I I 
Q 
I 
OO 20 40 60 80 
' 
8 ,  degrees 8 , degrees 
22. V a r i a t i o n  of imaginary Young's moduli 24.  V a r i a t i o n  of  imaginary s h e a r  modulus 
11 11 
G I 1  and GII 1  w i t h  cord  a n g l e  f o r  I 
a nylon-rubber  b i a s  p l y  tube.  
EI and E 
a nylon-rubber b i a s  p l y  tube.  
w i t h  cord  a n g l e  f o r  I1 
8 ,  degrees 
23.  V a r i a t i o n  of real s h e a r  moduli  
G 1  and G;. c o r d  a n g l e  f o r  a nylon- I 
r u b b e r  b i a s  p l y  tube.  
